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1-forme in aperti semplicemente connessi

1-FORME CHIUSE IN APERTI STELLATI

Definizione 1 (Aperti stellati). Diciamo che linsieme Q C R? ¢ stellato rispetto al punto xo € §, se ha la
proprieta sequente. Per ogni x € § is segmento che collega x¢ a x sta in Q:

trg + (1 —t)z € Q per ogni te[0,1].
Esempio 2. Gli insiemi convessi sono stellati.

Esempio 3. I rettangoli sono insiems stellati.
Esempio 4. L’insieme Q = {(I,y) eR? : y< 1+ :172} ¢ stellato.

Teorema 5 (Chiusa = esatta). Sia Q un aperto di R™, stellato rispetto al punto xo € Q. Ogni 1-forma «,
chiusa e di classe C* su Q, ¢é esatta.

Proof. Consideriamo la 1-forma
a:=ay(X)dry + ag(X)drs + -+ + an(X) day,

e definiamo il campo vettoriale
AX) = (al(X), .. .,an(X)),

associato ad «. Siccome la forma ¢ chiusa, abbiamo che da = 0 ovvero

0= doz:d(al(X)dxl +~~+an(X)d:En>

= zn:dai A dl‘L
i=1
n n 9 ;

= zn:zn: gz; dxj Adz;,

i=1 j=1

il che implica che per ogni coppia di indici i # j, abbiamo
Gai - Gaj

9z, ~ Omi in Q.

Fissiamo un punto Xg € €2 e per ogni X € ) definiamo la funzione
F(X):= / «,
¥

~v:[0,1] — Q, v(t) = (1 —t)Xo +tX.

dove

Per la definizione di integrale di una 1-forma su una curva, abbiamo
1
PO = [ A() (0 de
0
1

:/ A((1 =) X0+ tX) - (X — Xo) dt.
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Derivando sotto il segno dell’intagrale rispetto alla variabile x;, abbiamo

n

0z, F(X) = /01 Ox; (Zai((l — )Xo +tX) (x,- - in)) dt

i=1

dt

- /0 <aj((1 — )Xo +tX) + ;t 2; (1 —t)Xo +tX) (2 — z0i)

J
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:A GAG—UXWHX)+;?22«1—ﬂXyHXﬂm—xw>dt
:/0 (aj((l—t)Xo—I—tX)—i—t;[aj((l—t)Xo—FtX)D dt

= /Olgt[taj((l —t)Xo-i-tX)} dt = a;(X).

Quindi dF' = « il che conclude la dimostrazione. O

Corollario 6. In una palla B.(Xo) C R™, di centro Xg € R™ e raggio r > 0, ogni 1-forma chiusa & esatta.

Corollario 7. In un rettangolo aperto
R = (al,bl) X (ag,bg) X - X (an,bn) C R™,

ogni 1-forma chiusa é esatta.

UNA CONDIZIONE NECESSARIA E SUFFICIENTE

Teorema 8. Sia Q un aperto connesso di R? e sia o una 1-forma di classe C° (i coefficienti sono funzioni
continue) su Q. Allora, sono equivalenti:

(1) « & esatta;

(2) Per ogni curva chiusa C' a tratti ~y : [a,b] — R si ha che /a =0;
g
(3) Se~:[a,b] = Q eo:[A B] — Q sono due curve C' a tratti tali che:

v(@)=c(A) e yb)=0(B),
allora/a:/ga.

INTEGRAZIONE DI 1-FORME SU CURVE OMOTOPE

Definizione 9 (Curve omotope con gli stessi estremi). Sia Q un aperto di R™. Siano
v la,b] = Q e o la,b] = Q
due curve continue e tali che
va)=o(a) e 7(b)=0o(b)
Diciamo che v e o sono omotope se esiste (un intervallo [c,d] e ) una funzione continua
H :[a,b] x [c,d] = Q

tale che

H(t,c) =~(t) per ogni t€ a,b]
H(t,d) =o(t) per ogni t € [a,b].



Teorema 10. Siano Q2 un aperto di R™ e
v :la,b] = Q e o:la,b] = Q
due curve C' a tratti con gli stessi estremi:
V(a)=o(a) e () =0(b).
Sia o una 1-forma chiusa su Q. Se v e 0 sono omotope, allora

lala.

Dimostrazione : Sia H una funzione continua
H :[a,b] x [c,d] = Q

tale che

H(t,d) =o(t) perogni tE€ [a,b].

Osserviamo che Uinsieme K := {H(¢,s) : t € [a,b], s € [¢,d]} & un compatto contenuto in 2.

{H(t,c) =(t) perogni tE€ [a,b

N
Step 1. Esiste un ricoprimento finito {Brk (xl)}

di K tale che:
1
e 15, € K per ogni k;
o By, (z1) C Q per ogni k.

Definiamo

r= min 7.
1<k<N

M
Step 2. Esiste un ricoprimento finito {Br(yk)} . di K tale che:

e ;. € K per ogni k;
e By (yr) C Q per ogni k.

Infatti, per ogni y € K, y appartiene a una delle palle B, (zx) del ricoprimento del punto precedente. Ma allora
By, (y) ¢ un sottoinsieme di By, (x)) (perché?). Di conseguenza, Ba,, (y) C Q. Siccome r < 1, abbiamo che

Bo,(y) € perogni yeK.
La famiglia {Br(y)} . ¢ un ricoprimento di /L. Siccome K & compatto, questo ricoprimento contiene un
y
sottoricoprimento finito, il che conclude la dimostrazione di Step 2.

Step 3. Fissati due naturali m e n, consideriamo le (equi-)partizioni

P[a,b]:{a:t0<t1<t2<'~'<tn:b}

P[c,d]:{CZSO<31<82<"'<Sm:d}

dove

ti=a+1

per ogni 0 <4 <n.

sj:c—&—j% per ogni 0<j<m.
Per ogni 1 <i<nel<j<m definiamo il rettangolo
Rij = [ti—1,ti] X [sj—1, Sj]-
Siccome H e uniformemente continua, scegliendo m e n abbastanza grandi abbiamo che
|H(t,s) — H(t',s")] <r perogni (ts)e€ R, (t.s)€R;.
In particolare, per ogni coppia di indici (¢, 7) esiste una palla B,.(yx) del ricoprimento di Step 2 tale che

H(s,t) € Bo,(yr) perogni (s,t) € R;j.

Step 4. Per ogni coppia di indici
0<i<n-1 e 0<j<m-1,

consideriamo le curve v;; e 0;;



e la curva v;; : [t;, tip1] — Q parametrizza il segmento che collega i punti
H(t;,s;) e H(tiy1,s5)-
e la curva oy; : [sj, Sj+1] — € parametrizza il segmento che collega i punti
H(t;,s;) e H(ti,Sj+1)-
Ora, fissati i e j, per Step 8 abbiamo che le curve
Yijs Oij Yij4+1, Oitl,j

sono tutte contenute in una delle palle Ba,(yx) C Q. Siccome su Bs,.(yx) la forma « € anche esatta, abbiamo

che
Vi, g Tit+1,j Ti,j Vi g+1

Step 5. Ora, per ogni j = 0,...,m definiamo la curva
v, la,b] = Q
come il concatenamento

Vi =05 * VL KV2,5 K K Yn—1,5-
Allora

n—1 1 1

n— n—1 n—1 n
/ o= g / o= g / o+ E / o — g / o= g / « / .
. i Yij i Ti,j i=0 Y Vi.j+1 i=0 Y Tit+1,5 i Yi,j+1 Vit+1

J i= ij 1=0 1=0
/a:/a.
Yo

m

Di conseguenza,

Ora, per concludere basta osservare che

Aa:La e [a=/a

Questo segue dal fatto che gli integrali sono uguali su ogni intervallo [¢;_1,;] (esercizio !) O

m

Esercizio 11. Sia Q = R?\ {(0,0)} e siano v e o le curve
v:[0,27] —» Q v(t) = (cost, sint)
o:[0,2n] - Q, o(t) = (cost, 2sint)
Dimostrare che le curve v e o sono omotopicamente equivalenti in Q. Calcolare

/27\' dt
o l+4cos?t’

1-FORME CHIUSE SU INSIEMI SEMPLICEMENTE CONNESSI

Definizione 12. Sia Q C R™ un insieme aperto. Diciamo che () é semplicemente connesso se € connesso e per
ogni coppia di curve continue

v :la,b] = Q e o:la,b —Q
con gli stessi estrems,

st ha che v é omotopa a o.

Teorema 13. Su un aperto semplicemente connesso, ogni 1-forma chiusa é esatta.



